Unité d’enseignement : L6S2TC – Cours TD4

Statistiques


Statistiques – Cours du TD4 :   

« Lois usuelles de statistiques»

I.

Lois discrètes :
1. Loi de Bernoulli
Soit p tel que 0<p ( 1. On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramètre p si :

· X prend les valeurs 0 ou 1.
· P([X = 1]) = p
On a alors la loi de X qui est : 
	xi
	0
	1

	pi
	1 - p
	p


Ceci nous permet de dire : E(X) = p et Var(X) = p(1-p) 

Remarque :

Soit ε, une expérience à 2 issues {s,e} et X, la v.a égale à 1 si le résultat est s et 0 si le résultat est e.

X suit alors la loi de Bernoulli avec p=P({s})


2. Loi binomiale



a) Définition

Soit p tel que 0<p ( 1. Soit n (  (*. On dit que X suit une loi binomiale de paramètres n et p, notée B(n ; p) si : 
·  X prend les valeurs 0, 1 ,2,...,n : X(Ω) = [[0,n]] ( ( .

·  ( k, 0 ( k ( n, P([X = k]) = EQ \b\bc\((\o(\s\up2(n);\s\do(k))) pEQ \s\up4(k) (1-p)EQ \s\up4(n-k) 
b) Propriété

Si X1, X2, ...., Xn sont n v.a indépendantes, toutes de loi de Bernoulli de paramètre p, alors X = X1 + ... + Xn suit la loi  B(n ; p). On écrit alors X  (> B(n ; p). 


c) Espérance et variance 
 E(X) = np

et 

var(X) = np(1 – p) 


c) Remarque

Soit ε, une expérience à 2 issues {s,e}. On répète de façons indépendantes n fois cette expérience.

On pose : p=P({s}). Soit X, la v.a égale au nombre de fois où on obtient s, au cours de n répétitions.

X suit la loi B(n ; p).



d) Exemple 

Une urne contient : EQ \b\lc\{(\a\al(a boules blanches ;b boules noires))
On effectue n tirages successifs d’une boule avec remise en s’intéressant à la couleur de la boule tirée.

X est la v.a égale au nombre de boules blanches tirées. On a p = EQ \s\do1(\f(a;a+b)) et X (> B(n ; EQ \s\do1(\f(a;a+b)) ). 


3. Loi hypergéométrique



a) Exemple

Soit une urne contenant  EQ \b\lc\{(\a\al(a boules blanches ;b boules noires)) ; on effectue n tirages sans remise (ou tirage simultané de n boules)

On suppose n ( a et n ( b.

Soit X, la v.a égale au nombre de boules blanches tirées. 

· X prend les valeurs 0,1,...,n.
·  ( k, 0 ( k ( n, on a : P([X = k]) = b\bc\((\o(\s\up2(a);\s\do(k)))

EQ \b\bc\((\o(\s\up2(b);\s\do(n − k)))EQ \s\do1(\f(;EQ \b\bc\((\o(\s\up2(a + b);\s\do(n)))))

b) Définition

On dit que X suit une loi hypergéométrique de paramètres (n,a,b), notée H(n ; a ; b).
c) Propriété

Si a et b sont grands par rapport à n et si X suit une loi hypergéométrique H(n ; a ; b), on dit que X suit à peu prés la loi binomiale B(n ; EQ \s\do1(\f(a;a+b)) ). 

d) Exemple

Une urne contient EQ \b\lc\{(\a\al(200 blanches ;300 noires)) . On effectue 10 tirages sans remise.

On considère X la v.a égale au nombre de boules blanches tirées. Calculer P([X=7]).

X(> H(10 ; 200 ; 300). D’après la propriété ci-dessus, X (>B(10 ; EQ \s\do1(\f(2;5)) ). 

On a donc : P([X = 7]) = s\do1(\f(2;5))EQ \b\bc\((\o(\s\up2(10);\s\do(7)))

EQ \b\bc\((\a\ac())

EQ \s\up8(7)

EQ \b\bc\((\a\ac(EQ \s\do1(\f(3;5))))

EQ \s\up8(3)
 = 0,0425 ( 4 %

4. Loi de Poisson

a) Définition
Soit λ ( (, λ>0. On dit que X suit une loi de Poisson de paramètre λ notée P(λ), si :
· X prend les valeurs de  ( : X(Ω) = ( .

· (k( (, P([X = k]) = eEQ \s\up4(-λ) s\up4(k)EQ \s\do1(\f(λ;k!))
 

b) Espérance et variance 

Si  X(>P(λ), E(X) = λ et var(X) = λ 


c) Propriété

Une loi binomiale B(n ; p) peut être remplacée par une loi de poisson P(λ = np) dés que n (30 et p ( 0,1.


d) Exemple

Un tireur atteint une cible 95 fois sur 100. Il effectue 60 tirs. Quelle est la probabilité qu’il rate la cible 2 fois ?

X(>B(60 ; 0,05). Or 60> 30 et 0,05< 0,1. Donc X suit à peu prés la loi de poisson P(λ = 60 ×0,05) = P(3) et  

P(3) = eEQ \s\up4(-3) ×EQ \s\do1(\f(3²;2 !)) = P([X ( 2]) – P([X ( 1]) = 0,4232 – 0,1991 = 0,2341
II.     Lois continues :
1. Loi uniforme
a ( (, b ( (, a<b. On dit que X suit une loi uniforme sur [a,b] si elle a pour densité :

fx(x) = 
s\do1(\f(1;b-a))  EQ \b\lc\{( \s(        si x ([a , b] ;0          sinon))
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Voici la représentation graphique de la densité d’une loi uniforme à partir de 10000 valeurs (obtenue avec le logiciel R)

On obtient la fonction de répartition en intégrant cette densité, ce qui donne :

FX(x) = s\do1(\f(x-a;b-a))  EQ \b\lc\{( \s(     si x ( [a , b] ;0       si x<a ;1       si x>b))

De cette définition, on en déduit que pour tout intervalle [c ; d] inclus dans [a ; b], on a :


PX([c ; d]) = PX(]c ; d]) = EQ \s\do1(\f(d-c;b-a)) = Fx(d) – Fx(c)
La probabilité affectée à un sous-intervalle est proportionnelle à sa longueur et tous les sous-intervalles de     [a ; b] de même  longueur donnée ont la même probabilité d’occurrence, ce qui explique l’appellation de  « loi  uniforme ». PX  est encore appelée mesure de Lebesgue sur l’intervalle [a ; b]. 

L’intérêt de la loi uniforme est de conduire à une expression simple de l’espérance et de la variance de X en fonction de a et b. On a : E(X) = EQ \s\do1(\f(a+b;2))           et       Var(X) = EQ \s\do1(\f((b-a)²;12))
2. Lois normales (lois gaussiennes, de Laplace-Gauss)


a) Loi normale centrée réduite
Définition :

On dit que X suit une loi normale centrée-réduite si X(( et si X a pour densité la fonction :





f(x) = r(2)EQ \s\do1(\f(1;))
e s\do1(\f(x²;2))EQ \s\up4(- )
    

(On a bien EQ \s\do10(\i\in(\d\ba2()− ¥;\d\fo1()+ ¥;\s\up20( )\s\up10(f( x )dx))) = 1)
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    Voici la représentation graphique de la densité d’une loi normale centrée    

    réduite à partir de 1000 valeurs (obtenue avec le logiciel R)                    

Propriété 1 :
Si X suit une  loi normale centrée-réduite, E(X) = 0 et Var(X) = 1 . On écrit X(> N(0;1)
Propriété 2 :

Soit F(x), la fonction de répartition de X, de loi N(0;1).

On a, pour tout x :

( i ) F(-x) = 1 – F(x)



(iv) si x> 0 , P(X>x) = EQ \s\do1(\f(1;2)) P(EQ \b\bc\|(\a\ac(X)) >t)

( ii ) P(EQ \b\bc\|(\a\ac(X)) ( x) = 2F(x) – 1


(v) si x< 0, P(X>x) = 1 – EQ \s\do1(\f(1;2))P(EQ \b\bc\|(\a\ac(X)) > -x)
( iii ) P(EQ \b\bc\|(\a\ac(X)) ( x) = 2(1 – F(x)) 

Remarque :
Les tables donnent seulement F(x) pour x ( 0.
Exemples :

P([X<1,5]) = F(1,5) = 0,9332    et     P([X< -0,32]) = 1 – F(0,32) = 1 – 0,6255 = 0,3745
b) Loi normale

La loi normale est sans doute la plus utilisée des lois de probabilités du fait d’un résultat connu sous le nom de « théorème de la limite centrale » ; il stipule que la somme d’un grand nombre de variables indépendantes et de même loi suit approximativement une loi normale.  
Définition :

Une variable X suit une loi normale de paramètres m et σ si sa densité fx s’écrit :



fX(x) = r(\a\hs1\co2(2;))EQ \s\do1(\f(1;σ))
 exp ( - EQ \s\do1(\f(1;2)) s\do1(\f(x-m;σ))EQ \b\bc\((\a\ac())

EQ \s\up8(2)
 )
fX  est la fameuse courbe en cloche, symétrique par rapport d’équation x = m.
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                                                                               Exemple de la densité d’une loi normale avec 1000 valeurs





                m = 100 et σ = 1.
                                                                                 Plus σ est grand, plus la dispersion est grande. 
                                                                                 Plus σ est petit, plus il y a concentration autour de m.
De plus, la plupart des lois de probabilité intervenant dans les tests statistiques comme les loi de א², de Student présentées plus loin, se déduisent de la loi normale par des transformations simples.
Propriété 1 :

 Si X(> N(m ; σ), alors EQ \s\do1(\f(X-m;σ)) (> N(0 ; 1) 
Conséquence :
 E(X) = m       et        var(X) = σ² 
Exemple :
X(> N(2 ; 3) donc EQ \s\do1(\f(X-2;3)) (> N(0 ; 1)

Donc P([0 ( X ( 4,1]) = P([- EQ \s\do1(\f(2;3)) ( EQ \s\do1(\f(X-2;3)) (EQ \s\do1(\f(4,1 – 2;3))])


         = P([-0,66 ( EQ \s\do1(\f(X-2;3)) ( 0,7])



         = F(0,7) – F(-0,66) (F est la fonction de répartition d’une loi normale centrée-réduite)



         = F(0,7) – 1 + F(0,66)



         = 0,7580 – 1 + 0,7454   (valeurs trouvées avec la table)



         = 0,5034 
Propriété 2 :
Si X1, X2,..., Xn sont n variables aléatoires indépendantes de lois respectives N(mi ; σi )  alors 

Y = a1X1 + a2X2 + .... + anXn suit une loi N(m =   EQ \i\su(i=1;n; )aimi , σ = i=1;n; )  EQ \r((ai²σi²) )
)
Conséquence :
Si X1, X2,..., Xn sont n variables aléatoires indépendantes de même loi N(m ; σ), alors EQ \x\to(X)(> N(m ; s\do1(\f(σ²;n))  EQ \r()
)
3. Exercice
Enoncé :

On suppose que la v.a X égale à la note attribuée à une copie prise par hasard est une loi N(10 ; 4)

1°) On prend une copie au hasard. Quelle est la probabilité que la note qui lui est attribuée soit comprise entre 9 et 11 (ces deux valeurs incluses) ?

2°) On prend 25 copies au hasard. Quelle est la probabilité que leur moyenne soit comprise entre 9 et 11 (ces deux valeurs incluses) ?
Correction :

1°) P([9 ( X ( 11]) = P([9 ( 10 + 4T ( 11] ) avec T = EQ \s\do1(\f(X-10;4)) (> N(0 ; 1)
Donc P([9 ( X ( 11]) = P([-EQ \s\do1(\f(1;4)) ( T ( 1/4]) = F(0,25) – (1 – F(0,25))





             = 0,5987 – (1 – 0,5987)






 = 0,1974

Quand on prend une seule copie, la probabilité qu’elle soit entre 9 et 11 est d’environ 20 %.

2°) EQ \x\to(X) est la moyenne des 25 copies. EQ \x\to(X) suit une loi  N(10 ; s\do1(\f(16;25))  EQ \r()
).

P(([9 ( X ( 11]) = P([9 (
 10 + EQ \s\do1(\f(4;5)) T ( 11])



= P([-1,25 ( T ( 1,25])



= 0,8944 – (1 – 0,8944)



= 0,7888

Quand on prend 25 copies, la probabilité d’être entre 9 et 11 est de 80 % environ.
c) Approximation normale de la loi binomiale 

 On a la loi B(n ; p) qui suit à peu prés la loi N(np , EQ \r(np( 1 − p ))) si n ( 30, np ( 10 et np(1 – p) ( 10 


d) Approximation normale de la loi de Poisson

P(m) ( N(m ,   EQ \r(m)) si m>20






1

